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ΑΣΚΗΣΕΙΣ: 

Να λυθούν οι διαφορικές εξισώσεις: 

1.   

2.   

Να λυθεί το πρόβληµα αρχικών τιµών και να προσδιοριστεί το µέγιστο 
διάστηµα στο οποίο ορίζεται η λύση: 

3. ,   

4. ,   

ΛΥΣΗ 

1.  Αν , η δοθείσα εξίσωση είναι χωριζόµενων µεταβλητών αφού 
µπορεί να γραφεί στη µορφή 

, (1) 

και άρα 

, 

ή 

, 

ή 

 όπου . (2) 

Από την άλλη µεριά, η εξίσωση έχει επίσης ως λύσεις τις  και 

. Η πρώτη προκύπτει άµεσα από τη γενική λύση (2) αν θέσουµε  και 
άρα είναι απλώς µια ειδική λύση. Η δεύτερη όµως είναι µιαιδιάζουσα 
λύση αφού δεν µπορεί να προκύψει από τη (2) για κάποια πραγµατική τιµή 

της σταθεράς . Έτσι, οι λύσεις της αρχικής εξίσωσης είναι 
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, , 

και 

. 

2. Αν , η εξίσωση είναι χωριζόµενων µεταβλητών αφού 
γράφεται στη µορφή 

. (1) 

Αναλύοντας σε µερικά κλάσµατα το δεξιό µέλος της (1) έχουµε 

, 

και µε ολοκλήρωση παίρνουµε τη γενική λύση 

, (2) 

όπου  είναι µια αυθαίρετη πραγµατική σταθερά. Από την άλλη µεριά, η 
εξίσωση έχει ως ιδιάζουσες λύσεις τις ακόλουθες 

, (3) 

, (4) 

, (5) 

και 

. (6) 

  

3. Η εξίσωση είναι χωριζόµενων µεταβλητών αφού γράφεται στη µορφή 

, (1) 

και άρα 
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, 

ή 

, (2) 

όπου  είναι µια αυθαίρετη πραγµατική σταθερά. Για να προσδιορίσουµε 
τη λύση που ικανοποιεί την αρχική συνθήκη, 
θέτουµε  και  στην (2) και βρίσκουµε ότι . Έτσι, η λύση 
του δοθέντος προβλήµατος αρχικών τιµών δίνεται σε πεπλεγµένη 
µορφή από τη σχέση 

. (3) 

Για να βρούµε τη µορφή της συνάρτησης  θα πρέπει να επιλύσουµε την 
(3) ως προς , κάτι που στη συγκεκριµένη περίπτωση είναι πολύ εύκολο 
αφού η (3) είναι πολυωνυµική 2ου βαθµού ως προς ,και έχουµε 

. (4) 

Όµως η (4) δίνει δύο διαφορετικές λύσεις της διαφορικής εξίσωσης εκ των 
οποίων µόνο αυτή µε το αρνητικό πρόσηµο ικανοποιεί την αρχική 
συνθήκη . Συνεπώς, η µορφή της συνάρτησης δίνεται από την 

. (5) 

Το µέγιστο διάστηµα της ανεξάρτητης µεταβλητής  στο οποίο ορίζεται η 
λύση του προβλήµατος προσδιορίζεται από το αντίστοιχο διάστηµα για το 
οποίο η ποσότητα µέσα στην τετραγωνική 
ρίζα της (5)είναι αυστηρά (γιατί;) θετική. Έτσι, επειδή 

 

συµπεραίνουµε άµεσα ότι το µέγιστο πεδίο ορισµού της λύσης είναι 
το . 

4. Ολοκληρώνοντας κατ΄ ευθείαν τη διαφορική εξίσωση παίρνουµε 

, 

ή 
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. (1) 

Για τον προσδιορισµό της σταθεράς  εφαρµόζουµε την αρχική 

συνθήκη, θέτοντας στην (1)  και , και βρίσκουµε ότι 
. Έτσι, η λύση του δοθέντος προβλήµατος αρχικών τιµών δίνεται σε 
πεπλεγµένη µορφή από την 

, (2) 

και λύνοντας την (2) ως προς , 

. (3) 

Από τις δύο λύσεις στην (3) η µοναδική που ικανοποιεί την αρχική συνθήκη 
είναι αυτή µε το θετικό πρόσηµο. Συνεπώς, η µορφή της συνάρτησης 
της λύσης είναι 

 . (4) 

‘Όπως και στην Άσκηση 3, το µέγιστο διάστηµα της ανεξάρτητης 
µεταβλητής  στο οποίο ορίζεται η λύση του 
προβλήµατος προσδιορίζεται από το αντίστοιχο διάστηµα για το οποίο η 
ποσότητα µέσα στην τετραγωνική 
ρίζα της (4) είναι αυστηρά (γιατί;) θετική, δηλαδή το . 

  

 

 


